
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 فصل اول 

  تابع
Y        را یه عنوان تابعی از   x   گيریم هرگاه قاعده ای وجود داشته باشد که بر طبق آن به ازای هر                  درنظر می

 :ط عبارتند ازبنسبت داده شود مثالهای آشنائی از اینگونه روا   Yکتائی بهي مقدار  xمقدار

52 2 += xy)    ١( 

9−= xy

}52),{( 2 +=⊥= xyyxf

),+∞−∞

),5

)   ٢ ( 

 .تعریف رسمی تابع مفهوم آنرا دقيق می سازد 

 است که در بين انها هيچ دو زوج            (X,Y)ای از زوجهای مرتب اعداد به صورت         تابع مجموعه   :  ١  –  ١تعريف  

 قلمرو تابع و  Xمجموع تمام مقادیر ممکن. مرتب متمایزی که دارای عضوهای اول یکسان باشند یافت نشود 

 . را برد تابع می نامند Yمقادير ممكنمجموعه تمام 

 این محدودیت که هيچ دو زوج مرتب متمایزی نمی توانند مولفه های اول یکسانی داشته                   ١  –  ١در تعریف   

 . یکتاست  y مقدار Xباشند ما را مطمئن می سازد که به ازای هر مقدار خاص

   xه قاعده ای بدست ميدهد که طبق آن اگر            بناميد این معادل   fمعرف یک تابع است این تابع را        )  ١(معادله    

 ضرب می کنيم ٢ را در خود و سپس در عدد       x بدست می آید بدین ترتيب که        yداده شود مقدار یکتائی برای    

 در رابطه  y و xوري آه ط به    (X,Y) را به ان اضافه می نمائيم تابع عبارت است از مجموعه زوجهای مرتب             ۵و  

 :صدق می کنند یعنی ) ١(

 

 بستگی به    y مقادیری نسبت می دهيم و مقدار        x به   fچون برای تابع     .   را متغير می ناميم        y و  xاعداد

قلمرو تابع عبارت است از مجموعه تمام        .   را متغير وابسته می ناميم       y را متغير مستقل و      x دارد  xانتخاب

ام اعداد حقيقی است که می توان آن را با نماد بازه به               مقادیر ممکن متغير مستقل و برد تابع مجموعه تم         

پس  )  x=0وقتی (  است ۵ نمایش داد کوچکترین مقداری که این تابع می تواند قبول کند        )صورت

] است و لذا ۵برد مجموعه تمام اعداد ناکمتر از  +∞ .  



   تعريف )  ٢(له  د آه بوسيله معا     (X,Y) است متشکل از تمام زوجهای مرتب         تابعی  Gفرض کنيد   :  ١نمونه  

 : يعني دمي شون

}9),{( 2 −=⊥= xyyxf

33

 

≤≤ x| x≤   ) 3و به عبارت دیگر   (  یا    −چون صرفا با اعداد حقيقی سروکار داریم فقط به ازای مقادیر              

 به  y ی که در هر یک از این نامساویها صدق کند مقدار یکتائی برای                  xه ازای هر      است زیرا ب      xتابعی از   

ریشه دوم یک عدد منفی به دست می آید و بنابراین هيچ              .   باشد   (3,3-)ولی اگر در بازه     .  دست می آید    

  را باید محدود کنيم و لذا  xاز اینرو .  وجود ندارد yعدد حقيقی 

|

}3||,9),{( 2 ≥−=⊥= xxyyxf

),3[]3,(

 

+∞−−∞ U),0[ +∞ نکه تابع وجود   آ است باید تاکيد شود که برای          برابر است با     gمرو  قل و برد آن   

داشته باشد باید به ازای هر مقدار متغير مستقل در قلمرو تابع دقيقا یک مقدار برای متغير وابسته بدست                      

 . می آید 

 به طوری که  R واقع در(x,y) عبارت است از مجموع تمام نقاط fباشد نمودار  یک تابع   fاگر    :    ٢  –  ١    تعریف

(x,y) زوج مرتبی از  f  باشد. 

 فرض کنيد  : ٢نمونه 

}5),{()( xyyxxf −=⊥=

]5,−∞

),0

 

 ) یعنی بازه۵ مجموعه تمام اعداد حقيقی نابيشتر از f در شکل زیر رسم شده است قلمرو  fنمودار 

]ست و برد آن مجموعه تمام اعداد حقيقی نامنفی یعنیا   . است  ∞+

 

چنين تعریفی مجاز است به شرط       .  در نمونه بعدی تابع به وسيله بيش از یک معادله تعریف شده است                  

 .  در برد وجود داشته باشد  y در قلمرو مقدار یکتائی برای  xآنکه به ازای هر مقدار 

  باشد که  (X,Y) تابع متشکل از تمام زوجهای مرتبgفرض کنيد  :  ٣نمونه 
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نمودار تابع در شکل    .   تشکيل می شود      3-,4,1است در حالی که برد آن فقط از سه عدد            قلمرو

 .زیر نشان داده شده است 

 

        . وجود دارد     x=2  و شکستگی دیگری در        x=-1  مشاهده می کنيد که در شکل یک شکستگی در               

 . توابع پيوسته و ناپيوسته را در قسمت دیگر بررسی خواهيم کرد . يوسته استپ نا٢ و   1-  در gمی گوئيم 

 :مجموعه زیر را درنظر بگيرید   - ۴نمونه 

}25),{( 22 =+⊥= yxyxy 

 .ت نمودار این مجموعه در شکل ذیل نشان داده شده اس

 

  

 

 وجود  x دو زوج مرتب با مولفه اول         (5,5-) در بازه    xزوجهای مرتب تابع نيست زیرا برای هر           این مجموعه از  

بعلاوه توجه کنيد که نمودار این       .   هر دو در مجموعه فوق قرار دارند           (3,4-)  و  (3,4)زوجهای  "  مثلا  . دارند  

این   )  a<5>5–با شرط     (   x = 5و هر خط قائم با معادله      است    5ای به مرکز مبدا و به شعاع        مجموعه دایره 

 . نمودار را در دو نقطه قطع می کند 

)},({فرض کنيد     :  ١ -مثال  xyyxh =⊥=

)0,),0(

 : کداميک از موارد زیر است  h  قلمرو و برد 

 ∞+∞−)  برد  قلمرو –   الف 

),0(∞+(  برد   قلمرو–   ب  ,0(−∞ 



),0( +∞ ) قلمرو -   ج     برد  ∞−∞+,(

  هيچکدام –   د 

),0( +∞ ) بازه hقلمرو : حل   و برد آن   . آن آست نمودار در شکل زیر رسم شده است  ∞−∞+,(

 

  بطوری که (X,Y) تابعی باشد متشکل از مجموعه تمام زوجهای مرتب Fفرض کنيد  : ٢ -ثال م
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  رابيابيد Fقلمرو و برد 

 

 

),(∞−∞+,( و برد آن ) بازه Fقلمرو   . است ∞−∞+

 

  به طوری که (X,Y)وعه تمام زوجهای مرتب  تابعی باشد متشکل از مجم Gفرض کنيد  : ٣  -مثال 

3
)9( 2

−
−

=
x
xy  

  کدام یک از موارد زیر است Gقلمرو و برد 

      R :الف

     R-{3} :ب 

    R-{-3} :ج

 .هيچکدام : د 



 به دست   y مقداری برای     x = 3  مقداری بجز  xچون به ازای هر     .   را نشان می دهد     Gشکل زیر نمودار  :  حل  

 صورت و مخرج هردو       x = 3وقتی     ٣پس قلمرو عبارت است از از تمام اعداد حقيقی بجز عدد               .  د  یآمی  

 برابر صفر هستند و
0
0

 .معين نيست  

 

 اگر صورت را تجزیه کنيم داریم 

)3(
)3)(3(

−
+−

=
x

xxy 

  است   (X,Y) از تمام زوجهای مرتب       متشکل Gبه عبارت دیگر تابع         x!=3 به شرطی که      y = x+3با شرط   

 نمودار تابع عبارت است از تمام نقاط        ۶عبارت است از تمام اعداد حقيقی بجز         G    برد    y=x+3 و    x!=3که  

  . (3,6) بجز  y=x+3واقع بر خط 

 

),(  به طوري آه  تابعي متشكل از تمام  زوجهاي مرتب Hفرض آنيد  : ۴  -مثال  yx
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 : آداميك از موارد زير است قلمرو و برد 

  R و R) الف 

 RR−}0{ و ) ب 

R−}6{   و R) ج 

)2,3()6,3
 هيچكدام) د 

  . ) و تمام نقاط روي      نمودار تشكيل مي شود از نقطه       .  شكل زير نمودار را نشان مي دهد      :  حل  

),(ه   معين است و بنابراين قلمرو باز        x براي تمام مقادير      Hتابع    عبارت است   Hبرد  .   است      ∞−∞+

  ۶تمام اعداد حقيقي بجز عدد 



 

),(y  به طوري آه   تابعي باشد متشكل از تمام زوجهاي مرتب فرض آنيد  : ۵  -مثال  yx

)3)(12(
)9)(43(

2

2

+−+
−−+

=
xxx
xxxy 

 .  را بيابيد و نمودار آنرا رسم آنيد Hبرد 

 اگر صورت و مخرج را تجزیه کنيم داریم . نمودار این تابع در شکل زیر نشان داده شده است : حل 

1
3)3)(x-4)(x(x

3)3)(x-1)(x-4)(x(x Y −=
++

++
= x 

 

 

 

برای این سه    را دارا باشد برابر صفر است بنابراین این تابع            ٣ و      -٣,  -۴ مقادیر    xمخرج کسر هنگامی که     

 می توان صورت و مخرج را بر عوامل مشترک تقسيم  x != -4 ، ٣- ، ٣برای مقادیر . مقدار تعریف نمی شود 

 عبارت است از تمام      y بنابراین قلمرو     y = x-1 و    x != -4  و    -٣  ،  ٣کرده و رابطه زیر را بدست اورد اگر             

 اعداد حقيقی 

 ,3- , 4-ت از مجموع تمام اعداد حقيقی بجز مقادیر حاصل ازقراردادن              عبارت اس  yبرد    .   3,3-,4–بجز اعداد   

 عبارت است از خط      yنمودار    .   4,2-,5– یعنی تمام اعداد حقيقی بجز اعداد         y=x-1 در معادله     x به جای     3

  .   (5-,4-),(4-,3-),(3,2) بجز نقاط  y= x-1مستقيم 

  به طوری که  (X,Y)ز مجموعه تمام زوجهای مرتب  تابعی باشد متشکل اf  فرض کنيد : ۶ –مثال 
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 . رابيابيد و نمودار آن را رسم کنيد F قلمرو و برد 

  (2,4)نقاط سهمی  بجز نقطه        و تمام  (2,7) در شکل زیر رسم شده است این نمودار ازنقطه            Fحل  نمودار    

 متشکل  F است برد     ن است پس قلمرو آن         معي xتابع برای تمام مقادیر    .  تشکيل شده است     

 .است از تمام اعداد حقيقی نامنفی 

),( +∞−∞

 

  بطوری که  (X,Y) تابعی باشد متشکل از مجموعه تمام زوجهای مرتب  hفرض کنيد  : ٧ -مثال 
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 .  را بيابيد و نمودار آن را رسم کنيدhقلمرو و برد 

 

),( +∞−∞y

)2,(

 و يا   ٢ يا آمتر از     مقادير  .   است   قلمرو  .   در شكل زير نشان داده شده است          hنمودار  :  حل  

]7,(بنابراين برد عبارت است از       .   هستند   ٧ناآمتر از    +∞−∞ U           و يا متشكل از تمام اعداد حقيقي  

7,2( .  نباشند ]است آه در بازه 

})2(|),{( −== xxyyxg قلمرو و برد g فرض آنيد  : ٨ -مثال  .   را بيابيد و نمودار انرا رسم آنيد

)2(چون  :  حل   −xx0)2( متشكل از مقاديري       g يك عدد حقيقي نيست قلمرو       x−>  هنگامي آه     

2(0 است آه به ازاي انها xاز  ≥( −xx

0)2(

 :  اين نامساوي در هريك از دو حالت زير برقرار است 

<−x0 x2≤x2≥x≥0 و     :  ١حالت   و   x≥  ، يعني     

(

02

 يهني در    دو نامساوي فوق به ازاي        هر 

2,[ .   برقرارند بازه  +∞

≤x0≤x ≤x0   هر دو نامساوي فوق به ازاي  . برقرارند  يهني در بازه x≥ و  : ٢حالت 

 :  بدست آيد آه عبارت است ازgجوابهاي هر دو حالت را با هم ترآيب مي آنيم تا قلمرو و برد 

),0[

),2[]0,(

+∞=

+∞−∞=

f

f

R

D U
 



 

x][ را به آار ميبريم آه بنا به تعريف عبارت است از بزرگترين عدد صحيح ناآمتر از                    در نمونه بعدي علامت     

x يك عدد صحيح باشد داریم  يعني وقتي  [x] = n ,n<x< n+1    n
 این تابع بزرگترین عدد صحيح می ناميم از تعریف نتيجه می شود که 

N<x<n+1 [1.3] = 1, [-4.2] = 5, [9.8] = 0   

 F ={(X,Y)|y=[x]}یعنی ،  بزرگترین عدد صحيح باشد  Fفرض کنيد تابع  : ۵نمونه 

 .نمودار در شکل زیر رسم شده است برای رسم آن از مقادیر زیر استفاده شده است 
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 . مجموعه تمام اعداد حقيقی و برد آن مجموعه تمام اعداد صحيح است F قلمرو

 

اگر  : ٩ –مثال 
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x
xyxfدامنه تعریف و برد       F  را بيابيد  . 

 (1): حل 
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)12)(12(
+

−+
=

x
xxy 



}   مجموعه Fدامنه تابع     } }2
1|(012 ≠∈=≠+∈ xrxxRx21≠x   باشد صورت و       است اگر        

      y=2x-1 : تقسيم کرده داریم  2x+1را بر ) ١(مخرج 

21−=x 21−=x 21−=x     مقدار   است   را با قراردادن Y   نمودار تابع    نظيرF   خط y=2x-1      بجز وقتي   

  .Y=−21مي توان تعيين آرد ) ٢(در معادله 

 

|2{ :  است }، مجموعه  با استفاده از نمودار تابع مشاهده مي آنيم آه برد تابع  −≠yy

{ }
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F

F
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xx
xxxyyxg  .  را يافته و آن را رسم آنيد دامنه تعريف تابع  : ١٠ –ثال م

 :حل 
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 درصورتي آه دامنه تابه را بصورت مقابل درنظر بگيريم داريم 

−= xy

2

  

−= xy}3,2{ x2−3=x≠− بجز وقتي آه      خط         gنمودار تابع   

2

 را با قرار     و    نظير   y و مقادير     

دادن اين مقادير در معادله         

=x

−= x4,1 y     بدست مي آوريم −==y y  .         نمودار تابع  در ذيل آورده شده

 .است 



 

 :مي شود آه برد تابع بصورت زير است  با استفاده از نمودار تابع ملاحظه 

}4,1{
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 درنظر بگيريم آه در معادلات داده        در مثال زير توابع داده شده را بصورت مجموعه زوجهاي مرتبي از               

 .شده صدق آنند و سپس دامنه و برد تابع را تعيين آرده و نمودار آنرا رسم مي آنيم 

 .دامنه تعريف تابع زير را يافته آن را رسم آنيد  : ١١ –ال مث

 

هر قسمت را    .  از سه تابع جداگانه تشكيل شده است نمودار تابع در زير آورده شده است                       Hتابع  :حل

  .جداگانه رسم ميكنيم 
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 :دامنه تعريف تابع زير را يافته و انرا رسم آنيد  : ١٢ –مثال 
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+∞−∞  خواهد   قرار دهيم     را در    x=−3اگر  .   است    مجموعه    hدامنه تابع   :  حل  

)يعني نمودار از نقطه     .  شد  

42 −= xy5=y

2,3 برد .   تشكيل مي شود      بجز نقطه     و تمام نقاط     −−(

 . است ]اين تابع 

42 −= xy)5,3(−

),4 ∞−

 

 :ابع زير را بيابيد و انرا رسم آنيد دامنه تعريف ت : ١٣ –مثال 
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+∞−∞  از اجتماع سه تابع تشكيل شده آه ما جداگانه هر آدام را                   f تابع   دامنه تابع مجموعه     :  حل

 بررسي ميكنيم 

5,51 −<+== xxyf

5

 اگر  )١(

+= xy)0,5(− قمستي از خط ) ١(نمودار تابع  . مي باشد   است آه نقطه سمت چپ آن

55,25 2
2 ≤≤−−== xxyf

2522 =+ yx

)٢ ( 

 معادله دايره اي به مرآز مبدا          ن آه اي    مي رسانيم     ٢را به توان     )  ٢(طرفيم معادله    

دليل بر غير منفي بودن      )  ٢(يكال در معادله     زيرا علامت راد   y≤0 است و مقادير      ۵مختصات و شعاع    

2f . ها قرار ندارد x نيمدايره اي است آه در زير محور است بنابراين نمودار 

5,53 >−== xxyf

3f5

)٣ ( 

=− قسمتي از خط     نمودار   xy)0,5(f

3f),+∞

 از اجتماع    قرار دارد و نمودار       آه در طرف راست نقطه       

21 . است ، برد تابع فاصله نتيجه مي شود و با استفاده از نمودار   نمودار توابع  ,, ff(−∞



 

 :نمودار تابع زير را رسم آنيد  : ١۴ –مثال 

⎩
⎨
⎧

<−−
−≤+

==
xx

xx
yg

2,4
2,56

 

),(مجموعه gدامنه تابع : حل   از اجتماع دو تابع زير تشكيل شده است g است تابع   +∞−∞

xxg
xxg

<−−=
−≤+=

2,4
2,56

2

1 

، برد تابع    جه مي شود و با استفاده از نمودار               نتي  از اجتماع نمودار توابع         gو نمودار تابع      

 . است )

21 , gg

)6,−∞

 

دامنه تعريف تابع  : ١۵ –مثال 
)3)(23(

)65)(43(
2

22

−+−
+−−+

=
xxx

xxxx

3,2,1

G رابيابيد . 

===دامنه تابع به ازاي مقادير         :  حل   xxx

}3,2,1| ≠x

 صفر مي شود ، بنابراين دامنه تابع مجموعه              

اگر  .   است   } xx               عدد دلخواهي متعلق به دامنه تابع باشد صورت و مخرج آسر را ساده 

}3,2,1{آرده و داريم      ≠x)5,1)(6,2(),7,3(

,5|

 از اين خط است و با استفاده از نمودار برد آن                   نقطه    

}مجموعه  }7,6≠yy است . 



 

 

=−1 : ١٦ –مثال  xxy 

aa =0≥ay  حقيقي مي   x به ازاي هر مقدار حقيقي        بنابراين       است اگر    بخاطر دارديد   :  حل  

),(شود و به دامنه تابع يعني   . متعلق است  ∞−∞+

x≤1 مي دانيم اگر 

xxxx
xx

xx
−=−⇒

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

−=−

=
21

11

10 ≤≤ x

 

 و اگر 

xxxx
xx

xx
+−=−⇒

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

−=−

=
21

11

0<x

 

 و اگر 

xxxx
xx

xx
−=−⇒

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

−=−

−=
21

11
 

 

 

 .دامنه و برد تابع زير را تعيين آرده و نمودار انرا رسم آنيد  : ١٧ –مثال 

[ ]2xy =

),(

 

+∞−∞  . استحل دامنه تابع 
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 :تمرين 

[ ]

[ ]
[ ]

[ ]22

2

2

2

2

2

22.14

)(.13
.12

.11

21.10

1.9

4.8
456.7

12
143

.6

1
23.5

3.4

3.3
4.2

2.1

xxy

xxy
xxy

x
xy

xxxy

xxy

xy
xxy

x
xx

y

x
xxy

xy

xy
xy

xy

−=

−=

−=

=

+−=

+=

−=

−−=

⎩
⎨
⎧

<
≥−

=

−
+−

=

+=

−=

−=

+=

−

 


	فصل اول
	تابع

